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1 引言与介绍
独立是一个非常重要的概念，在不同的数学领域以不同的形式出现 .当然独立也占据着概率论的中
心地位 .有关独立的随机变量的构造方面的研究，如 Joffe［1］证明了两两相互独立的随机变量序列的存在
性，Joffe［2］又给出了两两相互独立但不独立的随机变量序列的初等例子，Kovacevic与Senk［3］构造了具有特定
独立结构的随机变量序列，陈永义［4］和莫晓云［5］从不同角度研究了独立随机变量的构造问题 .我们由给出的
n(n ∈ℤ+,n≥2)个分布函数，首先在可测空间 (Rn,ℜn)上构造概率测度 Pn，接着构造 n个随机变量，使之在概
率空间 (Rn,ℜn,Pn)上是独立的，最后由科尔莫戈罗夫扩张定理得到无穷维乘积空间 ( )RN,ℜN,μ (N ={1,2,⋯})
上无穷个独立的随机变量 .为此，先给出相关的结论与概念：①
定理 A［6］ 概率空间 (Ω,F,P) 上 n(n ∈ℤ+,n≥2) 个随机变量 X1,X2,⋯,Xn 是独立的，若对任意
x1,x2,⋯,xn ∈R都有
P(X1 ≤ x1,X2 ≤ x2,⋯,Xn ≤ xn) =∏i = 1n P(Xi ≤ xi) .
注1：无穷个随机变量 X1,X2,⋯是独立的，当且仅当其中任意有限个随机变量是独立的 .
定理B[6] 设 x =(x1,x2,⋯,xn),y =(y1,y2,⋯,yn),F:Rn → [ ]0,1 满足以下条件：
（i）F是单调增的，即如果 x≤ y( )指对所有的i,xi ≤ yi ，那么 F( )x ≤F( )y ；
（ii）F是右连续的，即 lim
y↓ x F( )y =F( )x ( )y↓ x,指对所有i,yi↓ xi ；
（iii）对所有有限矩形A，都有 ΔAF≥0 .
则在 ( )Rn,ℜn 上有唯一的测度 Pn，使得对所有有限的矩形都有 Pn( )A =ΔAF .其中
A = ( ]a1,b1 × ( ]a2,b2 ×⋯× ( ]an,bn ，-∞< ai < bi < +∞，
ΔAF =∑
v ∈ V
sgn( )v F( )v ， （1）
sgn( )v =(-1)#（#表示在 v中的 ai个数），
v ∈ V ={ }a1,b1 ×{ }a2,b2 ×⋯×{ }an,bn .
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摘 要：由给出的 n(n ∈ℤ+,n≥2)个分布函数，首先在可测空间 (Rn,ℜn)上构造概率测度 Pn，接
着构造 n个随机变量，使之在概率空间 (Rn,ℜn,Pn)上是独立的，最后由科尔莫戈罗夫扩张定理得到
在无穷维乘积空间 ( )RN,ℜN,μ (N ={1,2,⋯})上无穷个独立的随机变量.
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定义A［6］ 若函数 F满足以下条件：
（i）F是单调增的；
（ii）limx→ +∞F( )x = 1，limx→-∞F( )x = 0；
（iii）F是右连续的，即 lim
y↓ x F( )y =F( )x ；
（iv）若 F( )x - = lim
y↑ x F( )y ，则 F( )x - =P( )X < x ；
（v）P( )X = x =F( )x -F( )x - .
则 F称为分布函数 .
2 主要结果
引理1 在定理B中，若 F( )x1,x2,⋯,xn =∏i = 1n Fi( )xi ，其中 F1,F2,⋯,Fn为分布函数，则
ΔAF =∏i = 1n ( )Fi( )bi -Fi( )ai . （2）
证明：由 F( )x1,x2,⋯,xn =∏i = 1n Fi( )xi 及（1）知
ΔAF =∑
v ∈ V
sgn( )v F( )v =∑
v ∈ V
sgn( )v∏i = 1n Fi( )xi ， （3）
其中 xi = at或 xi = bs, t,s ∈{1,2,⋯,n} .易知（3）式右边和式的每一项都是（2）式右边乘积展开式中的一项，反之
亦然 . 如 v =(a1,a2,⋯,an) ，则 sgn(v)F( )v =(-1)n∏i = 1n Fi( )ai 是（2）式右边乘积展开式中的一项；又如
v =(a1,b2,⋯,bn) ，则 sgn(v)F( )v =(-1)1F1(a1)∏i = 2n Fi( )bi 是（2）式右边乘积展开式中的一项 . 故得证 . 此时，
Pn( )A =ΔAF为概率测度 .
命题1 对于 n(n ∈ℤ+,n≥2)个分布函数 F1,F2,⋯,Fn，存在 n个随机变量 X1,X2,⋯,Xn使其分布函数恰好
为 F1,F2,⋯,Fn，并且 X1,X2,⋯,Xn独立 .
证明：由定理B及引理1知，对于 n个分布函数 F1,F2,⋯,Fn，在 ( )Rn,ℜn 上有唯一的概率测度 Pn，使得对
所有的有限矩形 A（同上），都有 Pn(A)=ΔAF =∏i = 1n ( )Fi( )bi -Fi( )ai ，即
Pn((a1,b1] ×(a2,b2] ×⋯×(an,bn]) =(F1(b1) -F1(a1))(F2(b2) -F2(a2))⋯(Fn(bn) -Fn(an)). （4）
设 ω =(ω1,ω2,⋯,ωn) ∈Rn,令
Xi(ω) =Xi(ω1,ω2,⋯,ωn) =ωi, i = 1,2,⋯,n.
于是对 x ∈R, i ∈{1,2,⋯,n}，由（4）及 F1,F2,⋯,Fn为分布函数有
Pn(ω:Xi(ω)≤ x) =Pn(ω:ωi ≤ x)
=Pn(ω:ω ∈R ×⋯×(-∞,x] ×R ×⋯×R)
=(F1(+∞)-F1(-∞))⋯(Fi(x) -Fi(-∞))⋯(Fn(+∞)-Fn(-∞))
=Fi(x),
即在 (Rn,ℜn,Pn)上，Xi(ω)的分布函数为 Fi(x).再由（4）及定理A，即得 X1,X2,⋯,Xn独立 .
推论1 存在无穷个独立的随机变量序列 .
证明：由于（4）右边的 Fi都是分布函数，故容易验证
Pn + 1((a1,b1] ×(a2,b2] ×⋯×(an,bn] ×R) =Pn((a1,b1] ×(a2,b2] ×⋯×(an,bn])，
即在 ( )Rn,ℜn 上的概率测度 Pn 是相容的 . 再由科尔莫戈罗夫扩张定理知，在无穷维乘积空间
(RN,ℜN)(N ={1,2,⋯})上有唯一的概率测度 μ使得
μ((a1,b1] ×(a2,b2] ×⋯×(an,bn]) =Pn((a1,b1] ×(a2,b2] ×⋯×(an,bn]) .
对于给定的无穷个分布函数 F1,F2,⋯,设 ω =(ω1,ω2,⋯)∈RN,令
Xi(ω) =Xi(ω1,ω2,⋯)=ωi, i = 1,2,⋯, （5）
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则在 (RN,ℜN,μ)上，Xi(ω)的分布函数为 Fi(x), i = 1,2,⋯.再由命题1及概率测度 Pn的相容性知（5）中的任意有
限个随机变量在 (RN,ℜN,μ)上是独立的，故由注1得无穷个随机变量
Xi(ω) =Xi(ω1,ω2,⋯)=ωi, i = 1,2,⋯
在 (RN,ℜN,μ)上是独立的 .
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Abstract: We construct probability measure with given n(n ∈ℤ+,n≥2) distribution functions, on the measur⁃
able space (Rn,ℜn) , then construct n random variables on the probability space (Rn,ℜn,Pn) , which are indepen⁃
dent, and finally get an infinitely sequence of independent random variables on the infinite product space ( )RN,ℜN,μ
by the Kolmogorov’s extension theorem.
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